330 KOZDZIAZi II — Transformaeje calkowe 

Al e nawet wprzypadku, gdypo. prawej stronie rownania (10.1) 
pozostawiiny funkcja e*, metoda transformacji Laplace* a nie daje 
pelnego rozwi^zania zagadnienia, gdyz w ezasie rachnnkow trzeba 
zalozyc, ze szukana funkcja nie wzrasta zbyt szybko, czyli doklad- 
niej mowi%c, jest transformowalna . Wskutek tego nie wiemy, czy 
znalezione rozwi^zanie jest jedyne. 

Podobnie w przypadku rownan rozniczkowych cz^stkowych 
metoda transformacji Laplace’a nie daje odpowiedzi, czy znale¬ 
zione rozwi^zania s^, jedyne. 


§ 12. Inne metody pokrewne 

Istnieje wiele podr§cznikow rachunku operatorow, yr ktdryeh 
wyklad jest oparty na transformacji 

oo 

(12.1) F(p) — pj dtj 

o 


gdzie p jest zmienn^ zespolon^,. E6zni si§ ona tym od transformacji 
Laplace’a (9.2), ze przed calkg, dochodzi jeszcze czynnik p. Uzycie 
litery p w miejsce s nie ma oczywi^cie zadnego znaczenia matema- 
tycznego i jest tylko kwesti%zwyczaju. Tablice dlatransformacji (12.1) 
mozna otrzymad z tablic transformacji Laplace a zast§pnj^cliter§ s 
przez p i dopisnj%c przed kazdym wzorem czynnik p. 

W niektorych ksi^zkach punktem wyjsScia bywa transfor- 
macja odwrotna do (12.1) 





a —fco 


calkowanie w tym wzorze nalezy wykonywad wzdluz prostej rowno- 
leglej do osi nrojonej, dobranej odpowiednio do kazdej fankcji F(p). 

Proez tego istnieje rozne odmiany tych metod. Ka przyklad 
niektorzy autorowie wprowadzaj^ obok zbiorn funkcyj zmiennej 
rzeczywistej t i zbiorn funkcyj analitycznych zmiennej zespolonej p 
jeszcze zbior operatorow, ktory jest zdefiniowany przez izomorfizm 
z rozwazanym zbiorem funkcyj analitycznych. Wszystkich tych 
metod nie b§dziemy juz omawiali, odsylaj^c zainteresowanego 
czytelnika do literatury podanej na kobcu ksi%zki. 



CZ^gC PI4TA 

WZORY I TABLICE 


I. Funkcje specjalne 

1. Funkcja gamma Eulera: 


P(A) =JV x e *dt (A> 0) 


= r(»)=(flr-l)J (ft =1,2,...) 

rwr od ^ r (A>o, ^>o) 


r(i) — % f e *dr= \tz 


2. Funkcja bl^du: 


erf t = 


cerf i = 1—erf t 
3. Funkcje Bessela: 


JoW = 2 { — 1)V 
»=0 


2? v (vlf 


Jq{iX) J5} 2 2v (vl) 2 * 


il+2v 


JiW - 2 ( l)V 2 1+!, 'v!(H-v)1 


v=0 


J^iX) — i 9 i+2p 


-ji+av 


2 1+2v v\(l+v)l 


2j : ~ l) * 


5«+2v 


(n+ v)i 




2«+2»> 


v «0 


v\ (u-f-v)! 


(m = 0,l,2,...) 


(»= 0 , 1 , 2 ,-.) 


(I, § 54) 


(I, § 55) 


(II, §51) 


(II, § 53) 
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II. Wzory z rachunku operatordw 

1. {«(*)}+ {i(i)} = {a(i)+ &(<)} 

i . 

{«(<)} • {&(<)} = { f a(t—r)b(r) dr} 

“{/($} = (a liczba) - 

2. s{«(i)> = {«'(<)}+ a(0) 

{a(»)(i)> = s”{a(t)}—s»-i o (0)— 


-mC»-2)(0)—a(”>-«(0) 


2’“{«(*)}=■ {•“'«(*)}, 
d 


T a B(s) = B(s—a) 




{a(<)} = {—fart)} 


5. «-*»{/(<)}=■[. ° dla 0<i<A| 

\ /(*—A) dla OsgACiJ 

Za 

f e ~Xtf(X)dX =1^) w P rzedziale 0<4<t<Aj 
i t 0 poza tym przedzialem 

CO 

f e-lsf(X)dX = {f(t)} 

0 

= {1} 

i-i | 

(n —1,2,...) 

a>o) 


6 . - 


i =L*ni 

S’ ((«.—l)!j 

- -1^1 

If-1 


fc! 

=■'{«*> 


IS 

i 

s—a 

_L_ = )^ ea 4 

(*-a) A U'(A) | 

^ = |p^ e ~ a '} 

- (ieril^jj (a>0) 
~j 2 = sin /i(J (/J>0) 




(cos pty 


(I. §,7> 

(I. § 19> 
(I, § 21> 
(I. §22> 
(II, § 48> 

(II, § 62) 

(II, § 10> 

(IV, § 5> 


(I, §21) 
(I, § 8> 
(I, § 55> 

(I, § 24) 
(I, § 55) 
(I, § 55) 

(I, § 26) 
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< 6 . 

<c.d.) 


s*— p* 




s—a 

(«—a)* + jff* 

1 

-p* 

s—a 
(s—a) 2 — 

1 

[(S—a) 2 +^j 2 
1 

L(s—a) 2 +/3 2 J 3 
s 

W^WT 2 

■ i' ■ 


{ish^| <0> 0) 

{ch pt} 

e at sin jStj (a>0) 

{e at cos fit} 

{±e«<si/&} (p>0) 

{e at oil fit) 

co8 ^]l (0 >o > 

{$[(l-^)r in ^-l iCOS ^]} 




-at cos'/Jtjj 


1 

>WA a —* 

Ks“+A a 
fc 3 —A 2 — s 

f's 2 —^ 

(yF+"F—«)* 

(^FTF—»)" 

W+i? 

7 6 XP H) ! 

? exp H) 


{Jo(At)} 

{oT 0 (iAi)> 

(AJ^At)} 

[»/ 


r exp 


H) 


« 

K* 

^xp (—aK«) 


A 

r exp- 


= (^-J,(At)J , (n-1,2,...) 

= '{AV„<»)} (71 = 0,1,2,...) 

- 

- {^“"(-S)) (1>< " 


(I, §26) 
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6 . 
(c.d.) 


ipexp (—XVb) 

Vs 

— exp (—A 1^) 


(A >0) 


(IX, § 53) 


exp'A(s—f'sM-a 2 ) 

exp A(g— Vs 2 + g 2 ) 
a* 

exp A (s— |/5S—a 2 ) 

exp A(s—[4 2 —a 2 ) 

^—a 2 

exp A(s—|^s 2 H-2As) 

exp X(s —ys a 4-2aa) 

^ 2 -f2as 

exp (—A l^+ias) == e~^e~^ — 


- |j©“ p (-£)| 

- hikl ’ u>01 

- l -{j ,II ' i5 ‘ > 

- {J„(ap+^t)} 

= {J„(ia^+2;.i)} 

= — 1 ^ e~ a m~*KaJ 1 (tg p+2At)\ 

W+m j 

= {e-«< -H)J # (i a ^--t-2/i)} 


0 


dla 0^t<A 


• A 


t e-^HaJ^ioVt 2 —A 2 ) dla O^A<tf 


exp (—A |4 a -j-2gg) 
|4 a -f2as 

exp A(s—|^(s—a} a +^) 
exp A(s— ar* + ft“) 


J/(s—a) 2 + /?* 
exp (—A |/(s—a) 2 + /F) = e «A/fe-As— 


i -0 dla 0<t<Al 

\e~ at J Q (ia }/t 2 - —A 2 ) dla 0<A<t) 

= {e**H>,7 0 (p yp+mj] 


0 


dla 0<i<A 


e**-pj^pVt*—#) dla 0<A<< 


exp (—aV(s— a) 2 + ffQ 

fts—a)* + 0* 


4-e-xF;<r|/I± 


F« » se as 


p s —A* 

/ 0 dla 0<i<A-l 

le^of^P 5 —F) dla 0 </.<</ 


a> o) 


(II, § 36) 
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8. (II, § 63) 


1 

[(*— a?+p‘] n 

( 6 a * 
- W)* 

-|d„Q3^)ism,3t- 


(«,= 

1,2, 

s 

_ 1 

e at 

\A n i(j8W 

. £ sin Ri —f 2 COS df 1 > 

[(«—a) a +/3 a ]" 

1 t2(%— 


1—2 I B-1 'r 1 / 

P r ' r 








2,3,. 

4W = 1> 

A 2 (£c)=1 






A«+i(ic)— n 

a: 

(as) 

(» = 2,3,...) 



B t (x) = 0, * 

1 







X 

— B n -x(x) 

(n = 2,3,..,) 
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DOE. Zastosowania elektrotechniczne 

1. Bownanie obwodu elektrycznego: 

.Z{I—1) = E, (I, §27 i I, §33) 

1 - Cs 

Z = £$+22 + ^, ZI = £2(0) — — (prosty uklad) (I, § 26 i I, § 27) 
Z = Z x +Z ty ZL= Z^+Zjz (pofcfcczenie szeregowe) (I, § 33) 

1 = 2-+^-, l = 2 1 J r l t (pol^czenie rdwnolegie) 


2. Pr%d tiwaly (stacjonarny): 


_ 2j? a s— H} z (o T IjS — I z o) 

“ '* s a +(w 5! 


Ii-filj = 


jE? a -f- i2£ 8 
i/(ct)i) 


Z 0 = |Z(coi)| (zawada) 

0 — arg Z(coi) (przesuni^cie fazy). 


(I, § 34) 
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3. Tablica prastycli czw6rnik6w i icb macierzy 


c:) 



-HPr 

X 


c ri 


I 0 
1 


i Ls 


-Or 

B 


c:) 


5 


1 0 


k 1 


Ct) 


X 


( 1 ° ) 


-d> 


c:) 


u:) 






2^32^* 






A 

(L t L t ~M 2 )s 

Jf 

M 

1 

Li 

Ms 

M 


Rachunek Operator6w 


22 




















































































IV. Tablice funkcyj 


X. Fnnkcja gamma Eulera F(X) 


0 

1 

2 . 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1,0000 

0043 

0086 

0131 

0176 

0222 

0269 

0316 

0365 

0415 

0465 

0516 

0568 

0621 

0675 

0730 

0786 

0842 

0900 

0959 

1018 

1078 

1140 

1202 

1266 

1330 

1395 

1462 

1529 

1598 

1667 

1738 

1809 

1882 

1956 

2031 

2107 

2184 

2262 

2341 

2422 

2503 

2586 

2670 

2756 

2842 

2930 

3019 

3109 

3201 

3293 

3388 

3483 

3580 

3678 

3777 

3878 

3981 

4084 

4190 

4296 

4404 

4514 

4625 

4738 

4852 

4968 

5085 

5204 

5325 

5447 

5571 

5696 

5824 

5953 

6084 

6216 

6351 

6487 

6625 

6765 

6907 

7051 

7196 

7344 

7494 

7646 

7799 

7955 

8113 

8274 

8436 

8600 

8767 

8936 

9108 

9281 

9457 

9636 

9817 


Wartosci, ktorych nie ma w tej tabelce, oblicza si§ na podstawie wzoru: 
jT(A + 1) = AT (A). • 


2. Funkcja bi§du erf A 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0,0 

0,0000 

0113 

0226 

0338 

0451 

0564 

0676 

0789 

0901 

1013 

1 

1125 

1236 

1348 

1459 

1569 

1680 

1790 

1900 

2009 

2118 

2 

2227 

2335 

2443 

2550 

2657 

2763 

2869 

2974 

3079 

3183 

3 

3286 

3389 

3491 

3593 

3694 

3794 

3893 

3992 

4090 

4187 

4 

4284 

4380 

4475 

4569 

4662 

4755 

4847 

4937 

5027 

5117 

5 

5205 

5292 

5379 

5465 

5549 

5633 

5716 

5798 

5879 

5959 

6 

6039 

6117 

6194 

6270 

6346 

6420 

6494 

6566 

6638 

6708 

7 

6778 

6847 

6914 

6981 

7047 

7112 

7175 

7238 

7300 

7361 

8 

7421 

7480 

7538 

7595 

7651 

7707 

7761 

7814 

7867 

7918 

9 

7969 

8019 

8068 

8116 

8163 

8209 

. 8254 

8299 

8342 

8385 

1,0 

8427 

8468 

8508 

8548 

8586 

8624 

8661 

8698 

8733 

8768 

1 

8802 

8835 

8868 

8900 

8931 

8961 

8991 

9020 

9048 

9075 

2 

9103 

9130 

9155 

9181 

9205 

9229 

9252 

9275 

9297 

9319 

3 

9340 

9361 

9381 

9400 

9419 

9438 

9456 

9473 

9490 

9507 

4 

9523 

9539 

9554 

9569 

9583 

9597 

9611 

9624 

9637 

9649 

5 

9661 

9673 

9684 

9695 

9706 

9716 

9726 

9736' 

9745 

9755 

6 

9763 

9772 

9780 

9788 

9796 

9804 

9811 

9818 

9825 

9832 

7 

9838 

9844 

9850 

9856 

9861 

9867 

9872 

9877 

9882 

9886 

8 

. 9891 

9895 

9899 

9903 

9907 

9911 

9915 

9918 

9922 

9925 

, 9 

9928 

9931 

9934 

9937 

9939 

9942 

9944 

9947 

9949 

9951 

2, 

0,9 9532 

9702 

9814 

9886 

9931 

9959 

9976 

9987 

9993 

9996 

3, 

0,99 9978 

9988 

9994 

9997 

9998 

9999 
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3. Funkcja Bessela J Q {X) 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

+ 1 

+ 0,998 

990 

978 

960 

938 

912 

881 

846 

808 

1 

+ 0,765 

720 

671 

620 

567 

512 

455 

398 

340 

282 

2 

224 

167 

110 

056 

003 • 

—048 

—097 

—142 

—185 

—224 

3 

—0,260 

292 

320 

344 

364 

380 

392 

399 

403 

402 

4 

397 

389 

377 

361 

342 

321 

296 

269 

240 

210 

5 

178 

144 

110 

076 

041 

007 

+ 027 

+ 060 

+ 092 

+ 122 

6 

+ 0,151 

177 

202 

224 

243 

260 

274 

285 

293 

298 

7 

300 

- 299 

295 

288 

279 

266 

252 

235 

215 

194 

8 

172 

148 

122 

096 

069 

042 

015 

—013 

—039 

—065 

9 

—0,090 

114 

137 

158 

177 

194 

209 

222 

232 

240 

10 

246 

249 

250 

248 

243 

237 

228 

216 

203 

188 

11 

171 

153 

133 

112 

090 

068 

045 

021 

+ 002 

+ 025 

12 

+ 0,048 

070 

091 

111 

130 

147 

163 

177 

189 

199 

13 

207 

213 

217 

218 

218 

215 

210 

203 

194 

184 

14 

171 

157 

141 

125 

107 

088 

068 

048 

027 

006 

15 

—0,014 

035 

054 

074 

092 

109 

125 

140 

153 

165 

16 

175 

183 

189 

194 

196 

196 

195 

191 

186 

179 

17 

170 

.159 

147 

134 

119 

103 

086 

069 

051 

032 

18 

013 

+ 005 

+ 024 

+ 042 

+060 

+ 077 

+ 093 

+ 109 

+ 123 

+ 135 

19 

+ 0,147 

156 

165 

171 

176 

179 

180 

179 

177 

178 

20 

167 

160 

150 

140 

128 

115 

101 

086 

070 

054 


4. Funkcja Bessela J t (X) 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

+0,000 

050 

100 

148 

196 

242 

287 

329 

369 

406 

1 

440 

471 

498 

522 

542 

558 

570 

578 

582 

581 

2 

577 

568 

556 

540 

520 

497 

471 

442 

410 

375 

3 

339 

301 

261 

221 

179 

137 

095 

054 

013 

—027 

4 

—0,066 

103 

139 

172 

203 

231 

257 

279 

298 

315 

5 

328 

337 

343 

346 

345 

341 

334 

324 

311 

295 

6 

277 

256 

233 

208 

182 

154 

125 

095 

065 

035 

7 

005 

+ 025 

+ 054 

+ 083 

+ 110 

+ 135 

+ 159 

+ 181 

+201 

+219 

8 

+0,235 

248 

258 

266 

271 

273 

273 

270 

264 

256 

9 

245 

232 

217 

200 

182 

161 

140 

117 

093 

068 

10 

043 

018 

—007 

—031 

—055 

—079 

—101 

—122 

—142 

—160 

11 

—0,177 

191 

204 

214 

222 

228 

232 

233 

232 

229 

12 

223 

216 

206 

194 

181 

165 

149 

131 

111 

091 

13 

070 

049 

027 

005 

+017 

+ 038 

+ 059 

+ 079 ’+098 

-+117 

14 

+0,133 

149 

163 

175 

185 

193 

200 

204 

207 

207 

15 

205 

201 

196 

188 

178 

167 

154 

140 

125 

108 

16 

090 

072 

053 

034 

014 

—006 

—025 

—044 

—063 

—081 

17 

—0,098 

114 

128 

141 

153 

163 

172 

179 

184 

187 

18 

188 

187 

184 

181 

174 

167 

157 

146 

134 

120 

19 

106 

090 

074 

056 

039 

021 

003 

+015 

+ 


20 

+ 0.067 

083 

098 

IP 

i25 

136 

146 

155 

162 

167 
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5. Eunkcje i — W^iX) 


X 

^o(^) 

—iJ j(^A) 

• A 

J a,{iX) 

— -%J x (iX) 

0,0 

1,000 

0,000 

5,0 

27,24 

24,34 

1 

003 

050 

1 

29,79 

26,68 

2 

- 010 

101 

2 

32,58 

29,25 

3 

023 

152 

3 

35,65 

32,08 

4 

040 

204 

4 

39,01 

35,18 

5 

064 

258 

5 

42,69 

38,59 

6 

092 

314 

6 

46,74 

42,33 

7 

126 

372 

.7 

51,17 

46,44 

8 

167 

433 

8 

56,04 

50,95 

9 

213 

497 

. 9 

61,38 

55,90 

1,0 

266 

565 

6,0 

67,23 

61,34 

1 

326 

637 

1 

73,66 

67,32- 

2 

394 

715 

2 

80,72 

73,89 

3 

469 

797 

3 

88,46 

81,10 

4 

553 

886 

4 

96,98 

89,03 

5 

647 

982 

5 

106,29 

97,73 

6 

750 

1,085 • 

6 

116,54 

107,30 

7 

864 

196 

7 

127,79 

117,82 

8 

990 

317 

8 

140,14 

129,38 

9 

2,128 

448 

9 

153,70 

142,08 

2,0 

280 

591 

7,0 

168,6 

156,0 

1 

446 

745 

1 

185,0 

171,4 

2 

629 

914 

2 

202,9 

188,3 

3 

830 

2,098 

3 

22*2,7 

206,8 

4 

3,049 

298 

4 

244,3 

227,2 

5 

290 

517 

5 

268,2 

249,6 

6 

553 

755 

6 

294,3 

274,2 

7 

842 

3,016 

7 

323,1 , 

301,3 

8 

4,157 

301 

8 

354,7 

331,1 

9 

503 

613 

9 

389,4 

363,9 

3,0 

881 

953 

8,0 

427,6 

399,9 

1 

5,294 

4,326 

1 

469,5 

439,5 

2 

747 

734 

2 

515,6 

483,0 

3 

6,243 

5,181 

3 

566,3 

531,0 

4 

785 

670 

4 

621,9 

583,7 

5 

7,378 

6,206 

■ 5 

683,2 

641,6 

6 

8,028 

793 

6 

750,5 

705,4 

7 

739 

7,436 

* '7 ■ 

824,4 

775,5 

8 

9,517 

8,140 

8 

905,8 

852,7 

9 

10,369 

913 

9 

995,2 

v 937,5 

4,0 

11,30 

9,76 

9,0 

1093,6 

' 1030,9 

1 

12,32 

10,69 

1 

1201,7 

1133,6 

2 

13,44 

11,71 

2 

1320,7 

1246,7 

3 

14,67 

12,82 

3 

1451,5 

1371,0 

4 

16,01 

*14,05 

4 

1595,3 

1507,9 

5 

17,48 

15,39 

5 

1753 

1658 

6 

19,09 

16,86 

6 

1927 

* 1824 

7 

20,86 

18,48 

7 

2119 

^2006 

8 

22,79 

20,25 

8, 

2329 

2207 

9 

24,91 

22,20' 

9 

2561 

2428 


fan 






